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第三届全国大学生数学竞赛预赛试卷 

参考答案及评分标准 

（非数学类，2011） 

一、（本题共 4 小题，每题 6 分，共 24 分）计算题 

1. 

2
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0

(1 ) (1 ln(1 ))
lim .

x

x

x e x

x

   
 

解：因为     

2
2(1 ) (1 ln(1 ))xx e x

x

   
=
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ln(1 ) 2 (1 ln(1 ))

,

x
xe e x

x


  
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lim ,
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                               ………………………………………………3 分 
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    =
2 2 2

20 0

1
1ln(1 ) 12 lim 2 lim ,

2x x

x x xe e e
x x 

                              ………………5分 

所以 

2
2

0

(1 ) (1 ln(1 ))
lim

x

x

x e x

x

   
=0.                             ………………………………6 分 

2. 设
2

cos cos cos ,
2 2 2n n

a
  

    求 lim .n
n

a


 

解：若 0,  则 lim 1.n
n

a


                                             ……………………1 分 

若 0  ，则当n充分大，使得2 | |n k 时， 

2
cos cos cos

2 2 2n n
a

  
     =

2
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2
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2
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n

   
      .                       ………………………4 分 

  =
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cos cos cos sin
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       =
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这时,      lim n
n

a


 lim
n

sin sin

2 sin
2

n
n

 
 

 .                           ………………………6 分 
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3. 求 sgn( 1)
D

xy dxdy ，其中 {( , ) | 0 2,0 2}D x y x y      

解：设  1

1
{( , ) | 0 ,0 2}

2
D x y x y      

2

1 1
{( , ) | 2,0 }

2
D x y x y

x
      

3

1 1
{( , ) | 2, 2}

2
D x y x y

x
     .                                 ……………………………2 分 

1 2

2

1

2

1 1 2ln 2
D D

dx
dxdy

x

     ，

3

3 2 ln 2
D

dxdy   .                    ………………………4 分 

3 2 3

sgn( 1) 2 4 ln 2
D D D D

xy dxdy dxdy dxdy


       .                     ………………………6 分 

 

4. 求幂级数 2 2

1

2 1

2
n

n
n

n
x






 的和函数，并求级数
2 1

1

2 1

2 n
n

n




 的和. 

解：令 2 2

1

2 1
( )

2
n

n
n

n
S x x







 ，则其的定义区间为 ( 2, 2) . ( 2, 2)x   ， 
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2
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n x x x x
S t dt t dt

x

  
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  

 
      
    .             …………………2 分 

于是，
2
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x x
S x

x x

      
， ( 2, 2)x  .                 …………………………4 分 
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S

 


 

          
   

  .                  ………………………………6 分 

二、（本题 2 两问，每问 8 分，共 16 分）设 0{ }n na 
 为数列， ,a  为有限数，求证： 

1. 如果 lim n
n

a a


 ，则 1 2lim n

n

a a a
a

n

  



; 

2. 如果存在正整数 p，使得 lim( )n p n
n

a a 
  ，则 lim n

n

a

n p




 . 

证明：1. 由 lim n
n

a a


 ， 0M  使得 | |na M ，且 10, N   ，当 n > N1 时，

| |
2na a


  .                      ……………………………………4 分 

因为 2 1N N  ，当 n > N2 时， 1( | |)

2

N M a

n


 . 

于是，  1 1 1( | |) ( )

2 2
na a N M a n N

a
n n n

     
   


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所以，  1 2lim n

n

a a a
a

n

  



.                         …………………………………………8 分 

2.对于 0,1, , 1i p  ，令
( )

( 1)
i

n n p i np iA a a    ，易知
( ){ }i
nA 为{ }n p na a  的子列. 

由 lim( )n p n
n

a a 
  ，知

( )lim i
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A 


 ，从而
( ) ( ) ( )
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i i i
n

n

A A A

n

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  



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而
( ) ( ) ( )
1 2 ( 1)

i i i
n n p i p iA A A a a       .所以，

( 1)lim n p i p i
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a a

n
  
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
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n

a

n

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 .知
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n
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n
 
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 .                         ………………………………………12 分 

从而
( 1) ( 1)lim lim

( 1) ( 1)
n p i n p i

n n

a an

n p i n p i n p

   

 
  

   
 

, , ,m n p i    ， (0 1)i p   ，使得m np i  ，且当m时，n  . 

所以， lim m

m

a

m p




 .                         …………………………………………………………16 分 

 

三、（15 分）设函数 ( )f x 在闭区间 [ 1,1]上具有连续的三阶导数，且 1 0f  ( ) ， 1 1f ( ) ， 0 0f  ( ) .

求证：在开区间 ( )1,1 内至少存在一点 0x ，使得 0 3f x ( )  

证. 由马克劳林公式，得 

   31 1
(0)

2 3
f x f f x f x   2( ) (0) ( )

! !
，介于 0与 x 之间，  1, 1x  …3 分 

在上式中分别取 1x  和 1x   , 得  

1 1

1 1
1 1 (0) , 0 1

2 3
f f f f        ( ) (0) ( )

! !
.                       ………………………5分 

2 2

1 1
0 1 (0) (0) , 1 0

2 3
f f f f          ( ) ( )

! !
.                   ………………………7分 

两式相减，得               1 2( ) 6f f   ( ) .                        ………………………10 分 

由于 ( )f x 在闭区间[ 1,1] 上连续，因此 ( )f x 在闭区间[ 2 1,  ]上有最大值 M 最小值 m，从而 

         1 2

1
( ) ( ))

2
m f f M    (                           …………………………………13 分 

再由连续函数的介值定理，至少存在一点 0x ,   2 1[ ] ( 1,1) ，使得 

0 1 2

1
( ) 3

2
f x f f     ( ) ( ( )) .                                       ………………………15 分 
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四、（15 分）在平面上, 有一条从点 )0,(a 向右的射线,线密度为  . 在点 ),0( h 处（其中 h > 0）有一质

量为m 的质点. 求射线对该质点的引力. 

解：在 x轴的 x处取一小段 dx , 其质量是 dx ，到质点的距离为
22 xh  , 这一小段与质点的引力是

2 2

Gm dx
dF

h x





（其中 G 为引力常数）.                                       …………………5分 

这个引力在水平方向的分量为
2 2 3 2( )x

Gm xdx
dF

h x





. 从而 
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
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   ……10 分 

而 dF 在竖直方向的分量为
2 2 3 2( )y

Gm hdx
dF

h x





, 故 

 
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

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
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

h
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h
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h
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dthGm
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F

h

a

h
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y arctansin1cos
sec
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2/

arctan

2/
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33

22

2/322

 

 

所求引力向量为 ( , )x yF FF .                                         …………………………15分 

 

五、（15 分）设 ( , )z z x y 是由方程
1 1

( , ) 0F z z
x y

   确定的隐函数，其中 F 具有连续的二阶偏导数，

且 ( , ) ( , ) 0u vF u v F u v  .求证：
2 2 0

z z
x y

x y

 
 

 
和

2 2 2
3 3

2 2
( ) 0

z z z
x xy x y y

x x y y

  
   

   
. 

解：在方程
1 1

( , ) 0F z z
x y

   两边分别关于 x 、 y 求偏导，得 

2

1
( ) 0u v

z z
F F

x x x

 
  

 
，

2

1
( ) 0u v

z z
F F

y y y

 
  

 
.      …………………5 分 

由此解得，
2 2

,
( ) ( )

u v

u v u v

F Fz z

x x F F y y F F

 
 

   
 

所以，
2 2 0

z z
x y

x y

 
 

 
                            …………………………10 分 

对上式两边关于 x 和 y 分别求偏导，得 
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2 2
2 2

2
2

z z z
x y x

y x xx

  
  

  
，

2 2
2 2

2
2

z z z
x y y

x y yy

  
  

  
 

上面第一式乘以 x 加上第二式乘以 y ，并注意到
2 2 0

z z
x y

x y

 
 

 
，得到 

2 2 2
3 3

2 2
( ) 0

z z z
x xy x y y

x x y y

  
   

   
      …………………………………………15 分 

 

六、（15 分）设函数 )(xf 连续， cba ,, 为常数，是单位球面 1222  zyx . 记第一型曲面积分




 dSczbyaxfI )( . 求证： 



1

1

222 )(2 duucbafI    

解：由的面积为 4 可见：当 cba ,, 都为零时，等式成立.                   …………………2 分 

当它们不全为零时, 可知：原点到平面 0 dczbyax  的距离是  

222

||

cba

d


.                                                   …………………………5 分 

设平面
222

:
cba

czbyax
uPu




 ，其中u 固定. 则 || u  是原点到平面 uP 的距离，从而 

11  u .                                                       …………………………8分 

两平面 uP  和 duuP  截单位球   的截下的部分上, 被积函数取值为

 ucbaf 222  .                                               …………………………10 分 

这部分摊开可以看成一个细长条.  这个细长条的长是
212 u ， 宽是

21 u

du


，它的面积是 du2 ， 故

我们得证.                                                        …………………………15 分 

 

 


