1、行列式


[image: image1.wmf]n

行列式共有
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n

个元素，展开后有
[image: image3.wmf]!

n

项，可分解为
[image: image4.wmf]2

n

行列式；

代数余子式的性质：

①、
[image: image5.wmf]ij

A

和
[image: image6.wmf]ij

a

的大小无关；

②、某行（列）的元素乘以其它行（列）元素的代数余子式为0；

③、某行（列）的元素乘以该行（列）元素的代数余子式为
[image: image7.wmf]A

；

代数余子式和余子式的关系：
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设
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行列式
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：

将
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上、下翻转或左右翻转，所得行列式为
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，则
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将
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顺时针或逆时针旋转
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，所得行列式为
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，则
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将
[image: image18.wmf]D

主对角线翻转后（转置），所得行列式为
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，则
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将
[image: image21.wmf]D

主副角线翻转后，所得行列式为
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，则
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；

行列式的重要公式：

①、主对角行列式：主对角元素的乘积；

②、副对角行列式：副对角元素的乘积
[image: image24.wmf](1)
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；

③、上、下三角行列式（
[image: image25.wmf]  =  

�
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）：主对角元素的乘积；

④、
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和
[image: image27.wmf]  
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：副对角元素的乘积
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⑤、拉普拉斯展开式：
[image: image29.wmf]AOAC

AB

CBOB

==

、
[image: image30.wmf](1)

mn

CAOA

AB

BOBC

==-

g


⑥、范德蒙行列式：大指标减小指标的连乘积；

⑦、特征值；

对于
[image: image31.wmf]n

阶行列式
[image: image32.wmf]A

，恒有：
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，其中
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S

为
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阶主子式；

证明
[image: image36.wmf]0
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的方法：

①、
[image: image37.wmf]AA

=-

；

②、反证法；

③、构造齐次方程组
[image: image38.wmf]0

Ax
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，证明其有非零解；

④、利用秩，证明
[image: image39.wmf]()

rAn
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；

⑤、证明0是其特征值；

2、矩阵


[image: image40.wmf]A

是
[image: image41.wmf]n

阶可逆矩阵：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image43.wmf]0
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（是非奇异矩阵）；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image45.wmf]()
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（是满秩矩阵）
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf]A

的行（列）向量组线性无关；


[image: image48.wmf]Û

齐次方程组
[image: image49.wmf]0
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有非零解；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image51.wmf]n
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，
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总有唯一解；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image54.wmf]A

与
[image: image55.wmf]E

等价；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image57.wmf]A

可表示成若干个初等矩阵的乘积；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image59.wmf]A

的特征值全不为0；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image61.wmf]T
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是正定矩阵；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image63.wmf]A

的行（列）向量组是
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的一组基；
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image66.wmf]A

是
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中某两组基的过渡矩阵；

对于
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阶矩阵
[image: image69.wmf]A

：
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 无条件恒成立；
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矩阵是表格，推导符号为波浪号或箭头；行列式是数值，可求代数和；

关于分块矩阵的重要结论，其中均
[image: image73.wmf]A

、
[image: image74.wmf]B

可逆：

若
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Ⅰ、
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Ⅱ、
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②、
[image: image78.wmf]1

1

1

AO

AO

OB

OB

-

-

-

æö

æö

=

ç÷

ç÷

èø

èø

；（主对角分块）

③、
[image: image79.wmf]1
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；（副对角分块）

④、
[image: image80.wmf]1
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；（拉普拉斯）

⑤、
[image: image81.wmf]1
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3、矩阵的初等变换与线性方程组

一个
[image: image82.wmf]mn

´

矩阵
[image: image83.wmf]A

，总可经过初等变换化为标准形，其标准形是唯一确定的：
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等价类：所有与
[image: image85.wmf]A

等价的矩阵组成的一个集合，称为一个等价类；标准形为其形状最简单的矩阵；

对于同型矩阵
[image: image86.wmf]A

、
[image: image87.wmf]B

，若
[image: image88.wmf]()()
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行最简形矩阵：

①、只能通过初等行变换获得；

②、每行首个非0元素必须为1；

③、每行首个非0元素所在列的其他元素必须为0；

初等行变换的应用：（初等列变换类似，或转置后采用初等行变换）

若
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，则
[image: image90.wmf]A

可逆，且
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②、对矩阵
[image: image92.wmf](,)
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做初等行变化，当
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变为
[image: image94.wmf]E

时，
[image: image95.wmf]B

就变成
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，即：
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③、求解线形方程组：对于
[image: image98.wmf]n

个未知数
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个方程
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，如果
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，则
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可逆，且
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初等矩阵和对角矩阵的概念：

①、初等矩阵是行变换还是列变换，由其位置决定：左乘为初等行矩阵、右乘为初等列矩阵；

②、
[image: image104.wmf]1
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，左乘矩阵
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，
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的各行元素；右乘，
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乘
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的各列元素； 

③、对调两行或两列，符号
[image: image110.wmf](,)
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，且
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④、倍乘某行或某列，符号
[image: image113.wmf](())
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⑤、倍加某行或某列，符号
[image: image116.wmf](())
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,且
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矩阵秩的基本性质：

①、
[image: image119.wmf]0()min(,)
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②、
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③、若
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④、若
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可逆，则
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⑤、
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⑧、如果
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是
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矩阵，
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是
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Ⅰ、
[image: image134.wmf]B

的列向量全部是齐次方程组
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解（转置运算后的结论）；


Ⅱ、
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⑨、若
[image: image137.wmf]A

、
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均为
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阶方阵，则
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三种特殊矩阵的方幂：

①、秩为1的矩阵：一定可以分解为列矩阵（向量）
[image: image141.wmf]´

行矩阵（向量）的形式，再采用结合律；

②、型如
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的矩阵：利用二项展开式；


二项展开式：
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注：Ⅰ、
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n

ab

+

展开后有
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Ⅲ、组合的性质：
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③、利用特征值和相似对角化：

伴随矩阵：

①、伴随矩阵的秩：
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②、伴随矩阵的特征值：
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③、
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关于
[image: image152.wmf]A

矩阵秩的描述：

①、
[image: image153.wmf]()

rAn

=

，
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中有
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阶子式不为0，
[image: image156.wmf]1

n

+
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②、
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中有
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阶子式全部为0；

③、
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阶子式不为0；

线性方程组：
[image: image163.wmf]Axb
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，其中
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为
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与方程的个数相同，即方程组
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有
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个方程；

②、
[image: image169.wmf]n

与方程组得未知数个数相同，方程组
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为
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元方程；

线性方程组
[image: image172.wmf]Axb

=

的求解：

①、对增广矩阵
[image: image173.wmf]B

进行初等行变换（只能使用初等行变换）；

②、齐次解为对应齐次方程组的解；

③、特解：自由变量赋初值后求得；

由
[image: image174.wmf]n

个未知数
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个方程的方程组构成
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②、
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（向量方程，
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为
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[image: image181.wmf]m

个方程，
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个未知数）
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[image: image183.wmf](

)

1

2

12

n

n

x

x

aaa

x

b

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

L

M

（全部按列分块，其中
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④、
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（线性表出）

⑤、有解的充要条件：
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为未知数的个数或维数）
4、向量组的线性相关性


[image: image188.wmf]m

个
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维列向量所组成的向量组
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[image: image194.wmf]m
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维行向量所组成的向量组
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含有有限个向量的有序向量组与矩阵一一对应；

①、向量组的线性相关、无关

[image: image200.wmf]0
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有、无非零解；（齐次线性方程组）

②、向量的线性表出
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是否有解；（线性方程组）

③、向量组的相互线性表示
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是否有解；（矩阵方程）
矩阵
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与
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行向量组等价的充分必要条件是：齐次方程组
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[image: image210.wmf]n

维向量线性相关的几何意义：

①、
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线性相关


[image: image212.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image213.wmf]0
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②、
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image216.wmf],
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③、
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[image: image219.wmf],,
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线性相关与无关的两套定理：

若
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必线性相关；

若
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[image: image223.wmf]121

,,,

s

aaa

-

L

必线性无关；（向量的个数加加减减，二者为对偶）

若
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维向量组
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的每个向量上添上
[image: image226.wmf]nr

-

个分量，构成
[image: image227.wmf]n

维向量组
[image: image228.wmf]B

：

若
[image: image229.wmf]A

线性无关，则
[image: image230.wmf]B

也线性无关；反之若
[image: image231.wmf]B

线性相关，则
[image: image232.wmf]A

也线性相关；（向量组的维数加加减减）

简言之：无关组延长后仍无关，反之，不确定；

向量组
[image: image233.wmf]A

（个数为
[image: image234.wmf]r

）能由向量组
[image: image235.wmf]B

（个数为
[image: image236.wmf]s

）线性表示，且
[image: image237.wmf]A

线性无关，则
[image: image238.wmf]rs

£

；

向量组
[image: image239.wmf]A

能由向量组
[image: image240.wmf]B

线性表示，则
[image: image241.wmf]()()

rArB

£

； 

向量组
[image: image242.wmf]A

能由向量组
[image: image243.wmf]B

线性表示


[image: image244.wmf]AXB

Û=

有解；
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向量组
[image: image246.wmf]A

能由向量组
[image: image247.wmf]B

等价
[image: image248.wmf]()()(,)

rArBrAB

Û ==


方阵
[image: image249.wmf]A

可逆
[image: image250.wmf]Û

存在有限个初等矩阵
[image: image251.wmf]12
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L

，使
[image: image252.wmf]12

l
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；

①、矩阵行等价：
[image: image253.wmf]~

r

ABPAB

Û=

（左乘，
[image: image254.wmf]P

可逆）
[image: image255.wmf]0

Ax

Û=

与
[image: image256.wmf]0

Bx
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同解
②、矩阵列等价：
[image: image257.wmf]~

c

ABAQB

Û=

（右乘，
[image: image258.wmf]Q

可逆）；

③、矩阵等价：
[image: image259.wmf]~

ABPAQB

Û=

（
[image: image260.wmf]P

、
[image: image261.wmf]Q

可逆）；
对于矩阵
[image: image262.wmf]mn

A

´

与
[image: image263.wmf]ln

B

´

：

①、若
[image: image264.wmf]A

与
[image: image265.wmf]B

行等价，则
[image: image266.wmf]A

与
[image: image267.wmf]B

的行秩相等；

②、若
[image: image268.wmf]A

与
[image: image269.wmf]B

行等价，则
[image: image270.wmf]0
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与
[image: image271.wmf]0

Bx
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同解，且
[image: image272.wmf]A

与
[image: image273.wmf]B

的任何对应的列向量组具有相同的线性相关性；

③、矩阵的初等变换不改变矩阵的秩；

④、矩阵
[image: image274.wmf]A

的行秩等于列秩；

若
[image: image275.wmf]mssnmn
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´´´

=

，则：

①、
[image: image276.wmf]C

的列向量组能由
[image: image277.wmf]A

的列向量组线性表示，
[image: image278.wmf]B

为系数矩阵；
②、
[image: image279.wmf]C

的行向量组能由
[image: image280.wmf]B

的行向量组线性表示，
[image: image281.wmf]T

A

为系数矩阵；（转置）

齐次方程组
[image: image282.wmf]0

Bx
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的解一定是
[image: image283.wmf]0

ABx

=

的解，考试中可以直接作为定理使用，而无需证明；

①、
[image: image284.wmf]0

ABx
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只有零解
[image: image285.wmf]0

Bx
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只有零解；
②、
[image: image286.wmf]0

Bx
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有非零解
[image: image287.wmf]0
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一定存在非零解；

设向量组
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可由向量组
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线性表示为： 
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（
[image: image291.wmf]BAK
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）


其中
[image: image292.wmf]K

为
[image: image293.wmf]sr
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，且
[image: image294.wmf]A

线性无关，则
[image: image295.wmf]B

组线性无关
[image: image296.wmf]()
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；（
[image: image297.wmf]B

与
[image: image298.wmf]K

的列向量组具有相同线性相关性）

（必要性：
[image: image299.wmf]()()(),(),()
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；充分性：反证法）


注：当
[image: image300.wmf]rs

=

时，
[image: image301.wmf]K

为方阵，可当作定理使用；

①、对矩阵
[image: image302.wmf]mn
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，存在
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，
[image: image304.wmf]m
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[image: image305.wmf]()
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、
[image: image306.wmf]Q

的列向量线性无关； 

②、对矩阵
[image: image307.wmf]mn
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，存在
[image: image308.wmf]nm

P
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，
[image: image309.wmf]n
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[image: image310.wmf]()
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、
[image: image311.wmf]P

的行向量线性无关；
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线性相关


[image: image313.wmf]Û

存在一组不全为0的数
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，使得
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成立；（定义）
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有非零解，即
[image: image318.wmf]0
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有非零解；
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，系数矩阵的秩小于未知数的个数；

设
[image: image321.wmf]mn

´

的矩阵
[image: image322.wmf]A

的秩为
[image: image323.wmf]r

，则
[image: image324.wmf]n

元齐次线性方程组
[image: image325.wmf]0
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的解集
[image: image326.wmf]S

的秩为：
[image: image327.wmf]()
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若
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为
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为
[image: image331.wmf]0
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的一个基础解系，则
[image: image332.wmf]*
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线性无关； 

5、相似矩阵和二次型

正交矩阵
[image: image333.wmf]T
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或
[image: image334.wmf]1

T

AA

-

=

（定义），性质：

①、
[image: image335.wmf]A

的列向量都是单位向量，且两两正交，即
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②、若
[image: image337.wmf]A

为正交矩阵，则
[image: image338.wmf]1
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也为正交阵，且
[image: image339.wmf]1
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③、若
[image: image340.wmf]A

、
[image: image341.wmf]B

正交阵，则
[image: image342.wmf]AB

也是正交阵；


注意：求解正交阵，千万不要忘记施密特正交化和单位化；

施密特正交化：
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对于普通方阵，不同特征值对应的特征向量线性无关；

对于实对称阵，不同特征值对应的特征向量正交；

①、
[image: image348.wmf]A

与
[image: image349.wmf]B

等价
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image351.wmf]A

经过初等变换得到
[image: image352.wmf]B
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[image: image354.wmf]P
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[image: image355.wmf]Q

可逆；


[image: image356.wmf]()()
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，
[image: image357.wmf]A

、
[image: image358.wmf]B

同型；

②、
[image: image359.wmf]A

与
[image: image360.wmf]B

合同

[image: image361.wmf]Û=

T
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，其中可逆；






[image: image362.wmf]Û

T

xAx

与
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有相同的正、负惯性指数；

③、
[image: image364.wmf]A

与
[image: image365.wmf]B

相似
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PAPB

；

相似一定合同、合同未必相似；

若
[image: image367.wmf]C

为正交矩阵，则
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image370.wmf]AB

:

，（合同、相似的约束条件不同，相似的更严格）；


[image: image371.wmf]A

为对称阵，则
[image: image372.wmf]A

为二次型矩阵；


[image: image373.wmf]n

元二次型
[image: image374.wmf]T
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为正定：


[image: image375.wmf]A
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的正惯性指数为
[image: image376.wmf]n
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[image: image377.wmf]A

Û

与
[image: image378.wmf]E

合同，即存在可逆矩阵
[image: image379.wmf]C

，使
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[image: image381.wmf]A
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的所有特征值均为正数；
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的各阶顺序主子式均大于0；
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